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Î ïîñòðîåíèè âåêòîðíûõ ïîëåé ñåð
Èãîðü Áàÿê
20 åâðàëÿ 2007
Àííîòàöèÿ
Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî êàê ñ ïîìîùüþ ãðóïïû çåðêàëüíûõ
ñèììåòðèé ñîðìèðîâàòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñèñòåìó ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ òðèâèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íå÷åòíîìåðíîé
ñåðû ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïðåäåëåíèÿ
Íåîáõîäèìàÿ íàì ãðóïïà çåðêàëüíûõ ñèììåòðèé âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè
êîíêðåòíîé çàäà÷è, ïîýòîìó ñîðìóëèðóåì ñíà÷àëà ïðîáëåìó. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî òðèâèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ÷åòíîìåðíûõ ñåð íå ñó-
ùåñòâóåò, à ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåãóëÿðíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé íå÷åòíîìåðíîé ñåðû Sn−1 ðàâíî p(m) = 8d + 2c − 1, ãäå
c = |m| mod 4,m = 4d+c, n = (2a+1)2m,m, a ∈ N. Îêîí÷àòåëüíîå ðåøå-
íèå ýòîé çàäà÷è íàøëî îòðàæåíèå â ðàáîòå Àäàìñà [4℄. Â ñâîþ î÷åðåäü,
Àìèíîâ â ìîíîãðàèè [5℄ ïîêàçàë êàê ñîðìèðîâàòü, ò.å. ïîëó÷èòü â ÿâ-
íîì âèäå, ïîëíóþ ñèñòåìó ðåãóëÿðíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé íå÷åòíîìåðíûõ ñåð ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Ïîïðîáóåì îðìàëèçî-
âàòü è îáîáùèòü ýìïèðè÷åñêèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Àìèíîâûì.
Ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
n
ðàçìåðíîñòè n = 2m óðàâíåíè-
åì x2 = 1 çàäàíà ñåðà Sn−1, íà êîòîðîé ëåæèò ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
X . Îðòîãîíàëüíîå ê X âåêòîðíîå ïîëå AX , ãäå A  îïðåàòîð ïðîñòðàí-
ñòâà EndRn, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì âåêòîðíûì ïîëåì ñåðû Sn−1. Ïî-
ñêîëüêó (AX,X) = 0, òî A ýòî êîñîñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð, è ïîýòîìó
â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè AT = −A. Ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à  íàé-
òè è ïðåäñòàâèòü ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ðåãóëÿðíûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé. Îïåðàòîðû, îðìèðóþùèå ýòè ïîëÿ, ìû áóäåì èñêàòü ñðåäè îðòî-
ãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ, à óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè çàìåíèì óñëî-
âèåì ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíîñòè. Òîãäà, åñëè A ∈ O(n), òî êîñîñèììåò-
ðè÷íîñòü îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà A ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ A−1 = −A
1
èëè A2 = −E. Â òî æå âðåìÿ, åñëè A,A′ ∈ O(n), A2 = (A′)2 = −E è
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïîëåé AX è A′X , òî â ñèëó òîæ-
äåñòâà (A′X,AX) = (A∗A′X,X) = −(AA′X,X) = 0 ìû ïîëó÷èì óñëîâèå
(AA′)2 = −E, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîå åìó óñëîâèå àíòèêîììó-
òàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ A′A = −AA′. Èòàê, íàì íåîáõîäèìî íàéòè ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî îðòîãîíàëüíûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ ïîïàðíî àí-
òèêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, èëè èíà÷å, îðòîãîíàëüíûõ êîñîñèììåò-
ðè÷íûõ îïåðàòîðîâ, âñÿêîå ïîïàðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ òàêæå êîñî-
ñèììåòðè÷íî.
Ïðåæäå ÷åì âçÿòüñÿ çà ðåøåíèå ïîñòàâëåíîé çàäà÷è, íàïîìíèì âàì,
÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òðèâèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íå÷åò-
íîìåðíûõ ñåð îñíîâàíî íà ñóùåñòâîâàíèè ãîìîòîïíîãî òîæäåñòâåííîìó
àíòèïîäàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ íå÷åòíîìåðíûõ ñåð. Îáðàòíî, îòñóòñòâèå
âåêòîðíûõ ïîëåé ÷åòíîìåðíûõ ñåð ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì ãîìîòîïíîãî
òîæäåñòâåííîìó àíòèïîäàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ÷åòíîìåðíûõ ñåð. Âìå-
ñòå ñ òåì, âñÿêàÿ ñåðà Sn−1 ãîìåîìîðíà ãðàíèöå n-ìåðíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà, è ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå (îòñóòñòâèå) òðèâèàëüíûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé ñåðû Sn−1 ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ (îòñóòñòâèþ) ãîìîòîï-
íîãî òîæäåñòâåííîìó àíòèïîäàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ãðàíèöû n-ìåðíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ãðóïïà èçîìîðèçìîâ ãðàíè-
öû n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà ãðóïïå ìîíîìèàëüíûõ ïîäñòàíî-
âîê áàçèñà ïðîñòðàíñòâà R
n
, ò.å. îíà ñîñòîèò èç ìàòðèö, â êàæäîé ñòðîêå
è êàæäîì ñòîëáöå êîòîðûõ ïî îäíîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó ðàâíîìó 1
èëè −1, è ïîýòîìó èçîìîðíà ñïëåòåííîìó ïðîèçâåäåíèþ S2 ≀ Sn. Ìíî-
æåñòâî èçîìîðèçìîâ ãðàíèöû n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ïî ñâîéñòâó
ñîõðàíåíèÿ èëè èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ãðàíèöû ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êëàñ-
ñà îòîáðàæåíèé, à èìåííî, íà êëàññ ãîìîòîïíûõ è êëàññ íåãîìîòîïíûõ
òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèé. Ïðèíàäëåæíîñòü ê òîìó èëè èíîìó êëàñ-
ñó îïðåäåëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòîì ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ èçîìîðèçìà,
ò.å. ðàâåíñòâî äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû åäèíèöå îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåãî èçîìîðèçìà ê êëàññó ãîìîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó
îòîáðàæåíèé, à ðàâåíñòâî −1 îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ê êëàññó íåãîìî-
òîïíûõ òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèé. Îòêóäà ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâîâà-
íèå (îòñóòñòâèå) ãîìîòîïíîãî òîæäåñòâåííîìó àíòèïîäàëüíîãî îòîáðà-
æåíèÿ ãðàíèöû n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà îïðåäåëÿåòñÿ äåòåðìèíàí-
òîì äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû −1, ò.å. ýòî
ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà n. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ âñÿêîãî ÷åò-
íîãî n âñåãäà ñóùåñòâóåò èçîìîðèçì ãðàíèöû n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïè-
ïåäà, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí àíòèïîäàëüíîìó îòîáðàæåíèþ. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü òàêóþ ìîíîìèàëüíóþ ïîäñòàíîâêó
áàçèñà R
n
, êîòîðàÿ â ïðîèçâîëüíîì ðàçáèåíèè áàçèñà {(ej)}n íà íåïå-
2
ðåñåêàþùèåñÿ ïàðû (ei, ek) îñóùåñòâëÿåò âðàùåíèå (ei, ek) 7→ (ek,−ei)
âñåõ ïàð ðàçáèåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ èçîìîð-
èçìîâ ãðàíèöû n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, êâàäðàò êîòîðûõ ðàâåí
àíòèïîäàëüíîìó îòîáðàæåíèþ, ïðèíàäëåæàò SO(n) è èì ñîîòâåòñòâó-
þò ðåãóëÿðíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íå÷åòíîìåðíîé ñåðû.
Ñëåäîâàòåëüíî îðòîãîíàëüíîñòü ïàðû òàêèõ ïîëåé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
êâàäðàò êîìïîçèöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì èçîìîðèçìîâ ãðàíèöû ïàðàë-
ëåëåïèïåäà ðàâåí àíòèïîäàëüíîìó îòîáðàæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íå÷åòíîìåðíîé
ñåðû Sn−1 â òî÷íîñòè ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóþùèõ
èçîìîðèçìîâ ãðàíèöû n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.
Èòàê, ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ, îðìèðóþùèõ ðåãóëÿðíûå âåêòîð-
íûå ïîëÿ ñåðû ìû áóäåì èñêàòü â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå M(n) ãðóïïû
ìîíîìèàëüíûõ ïîäñòàíîâîê, ñîñòîÿùåé èñêëþ÷èòåëüíî èç ñèììåòðè÷-
íûõ è êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, ò.å. ìàòðèö, êâàäðàò êîòîðûõ ðàâåí
E èëè −E. Ïóñòü ãðóïïà M(2m) ïîðîæäàåòñÿ 2m-ýëåìåíòíûì ìíîæå-
ñòâîì {A1, . . . , Am, B1, . . . , Bm}, ãäå Ai áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,
ñîñòîÿùàÿ èç ðàñïîëîæåííûõ ïî äèàãîíàëè êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà
k = 2i, èìåþùèõ íåíóëåâûå ýëåìåíòû âåçäå êðîìå ïîáî÷íîé äèàãîíàëè,
íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû k åäèíèö, à Bi  äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, äèàãî-
íàëü êîòîðîé çàïîëíåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷åðåäóþùèõñÿ 2i−1 åäèíèö
è 2i−1 åäèíèö ñî çíàêîì ìèíóñ, ïðè÷åì ïåðâûå 2i−1 åäèíèö äèàãîíàëè
èìåþò çíàê ïëþñ. Èíà÷å ãîâîðÿ, îïåðàòîð Ai äåéñòâóåò íà R
n
òàê, ÷òî â
êàæäîì ïîäïðîñòðàíñòâå R
k
, íà êîòîðûå îíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ
ñóììó, èìååò ìåñòî çåðêàëüíîå îòðàæåíèå, ò.å. ïåðåñòàíîâêà âñåõ ïåðâûõ
êîîðäèíàò ñ ïîñëåäíèìè, âòîðûõ ñ ïðåäïîñëåäíèìè, è òàê äàëåå. Â ñâîþ
î÷åðåäü, îïåðàòîð Bi äåéñòâóåò íà R
n
òàê, ÷òî â êàæäîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå R
k
èìååò ìåñòî çåðêàëüíàÿ èíâåðñèÿ, ò.å. èçìåíåíèå çíàêà âòîðîé
ïîëîâèíû êîîðäèíàò. Òåì ñàìûì, ãðóïïó M(2m) ìîæíî íàçâàòü ãðóïïîé
çåðêàëüíûõ ñèììåòðèé.
Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âñå ãåíåðàòîðû ãðóïïû M(2m) ÿâëÿþòñÿ îðòî-
ãîíàëüíûìè ñèììåòðè÷íûìè îïåðàòîðàìè (A2i = B
2
i = E äëÿ âñåõ i),
êîòîðûå ëèáî êîììóòèðóþò ëèáî àíòèêîììóòèðóþò, à èìåííî, AiAj =
AjAi, BiBj = BjBi äëÿ âñåõ i, j, è AiBj = −BjAi åñëè i ≥ j, íî
AiBj = BjAi åñëè i < j. Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð C, âçÿòûé èç
ãðóïïû çåðêàëüíûõ ñèììåòðèé, ðàçëîæåí â íåêîòîðîå ïðîèçâåäåíèå ãå-
íåðàòîðîâ. Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè C ñèììåòðè÷-
íûì èëè êîñîñèììåòðè÷íûì îðòîãîíàëüíûì îïåðàòîðîì íàì íåîáõîäè-
ìî â÷èñëèòü ÷åìó ðàâåí êâàäðàò îïåðàòîðà C, ò.å. óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî
C2 = E èëè C2 = −E. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå
ïðîèçâîëüíîé ïàðû ãåíåðàòîðîâ ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà C ìû ïîëó÷èì
3
íîâûé îïåðàòîð C ′, êâàäðàò êîòîðîãî ïî-ïðåæíåìó ðàâåí êâàäðàòó îïå-
ðàòîðà C, ò.å. (C ′)2 = C2. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê
ãåíåðàòîðîâ ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà C îí ïðèâåäåí ê âèäó C ′ = AB, ãäå
íè â ïðîèçâåäåíèè A íè â ïðîèçâåäåíèè B íåò ãåíåðàòîðîâ ñ ïîâòîðÿ-
þùèìèñÿ èíäåêñàìè. Êâàäðàò îïåðàòîðà C ′ (ðàâíî êàê è C) çàâèñèò îò
ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà AB. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè BA = AB,
òî (C ′)2 = E, à åñëè BA = −AB, òî (C ′)2 = −E. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïåðå-
ñòàíîâî÷íûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà AB îïðåäåëÿþòñÿ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà δ,
ðàâíîãî êîëè÷åñòâó âñåõ âîçìîæíûõ ïàð AiBj â ïðîèçâåäåíèè AB, èí-
äåêñû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ i ≥ j. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó
ðàâåíñòâà BA = (−1)δAB ñïðàâåäëèâà îðìóëà
C2 = (AB)2 = (−1)δE. (1.1)
Àáñòðàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû çåðêàëüíûõ ñèììåòðèé ìîæíî
äàòü ñ ïîìîùüþ 2m+ 1 îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé:
M(2m) ≃ 〈(a1, . . . , am), (b1, . . . , bm), ε|a
2
i = b
2
i = ε
2 = e,
aiaj = ajai, bibj = bjbi, εai = aiε, εbi = biε,
aibj = bjai∀i < j, aibj = εbjai∀i ≥ j〉
Öåíòð ãðóïïûM(2m) ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ {e, ε}. Îäíàêî àáñòðàêò-
íîå çàäàíèå ãðóïïû çåðêàëüíûõ ñèììåòðèé íå âïîëíå óäîáíî, è ïîýòîìó
ìû âîñïîëüçóåìñÿ åå ïðåäñòàâëåíèåì â âèäå íåàáåëåâîé àääèòèâíîé ãðóï-
ïû. Ïóñòü íà ãðóïïå Z
m
2 ×Z
m
2 çàäàíà óíêöèÿ α, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå
0 èëè 1 â ñîîòâåòñòâèè ñ îòîáðàæåíèåì
α : Zm2 ×Z
m
2 → Z2 : α(a, b) = a1b1+a2
2∑
1
bj+ · · ·+ai
i∑
1
bj+ · · ·+am
m∑
1
bj ,
(1.2)
ãäå ai ýòî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ýëåìåíòà a à bj ýòî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ êîìïîíåíòà b, è ãäå ïîäðàçóìåàåòñÿ ñóììèðîâàíèå åäèíèö è íóëåé
ïî ìîäóëþ 2. Íàïðèìåð, åñëè m = 5, òî α(a, b) = a1b1 + a2(b1 + b2) +
a3(b1 + b2 + b3) + a4(b1 + b2 + b3 + b4) + a5(b1 + b2 + b3 + b4 + b5). Ïîñêîëüêó
â ñóììó α(a, b) âêëþ÷àþòñÿ òîëüêî òàêèå ðàâíûå åäèíèöå ïðîèçâåäåíèÿ
aibj , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå i ≥ j, òî α(a, b) = |δ| mod 2, ãäå
÷èñëî δ ðàâíî êîëè÷åñòâó âñåõ òåõ ïàð åäèíèö ýëåìåíòà ãðóïïû, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ïðîèçâåäåíèÿ Z
m
2 × Z
m
2 è ÷üè èíäåê-
ñû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ i ≥ j. Òåì ñàìûì, åñëè α(a, b) = 0, òî â
àáñòðàêòíîì ïðåäñòàëåíèè ãðóïïû çåðêàëüíûõ ñèììåòðèé ñîîòâåòñòâó-
þùåå ïðîèçâåäåíèå êîììóòèðóåò, ò.å. ba = ab, åñëè æå α(a, b) = 1, òî
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ba = εab. Â ñâîþ î÷åðåäü, åñëè α(a′, b) = 0, òî aba′b′ = aa′bb′, åñëè æå
α(a, b′) = 1, òî aba′b′ = εaa′bb′. Ñëåäîâàòåëüíî ãðóïïà çåðêàëüíûõ ñèì-
ìåòðèé èçîìîðíà ãðóïïå
Z2 ⋋ (Z
m
2 × Z
m
2 ) ,
â êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå (ñëîæåíèå) ýëåìåíòîâ (s, a, b) è (s′, a′, b′) çàäàíî
îðìóëîé
(s, a, b) + (s′, a′, b′) = (s+ s′ + α(a′, b), a+ a′, b+ b′), (1.3)
ãäå îòîáðàæåíèå α, êîíå÷íî æå, íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðèçìîì. Äàëåå, îïè-
ðàÿñü íà àáñòðàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû M(2m) íåàáåëåâîé àääèòèâ-
íîé ãðóïïîé, ìû áóäåì âñÿêèé àêòîðèçîâàííûé ïî öåíòðó åå ýëåìåíò ab,
ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó (a, b) ∈ Zm2 ×Z
m
2 , îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì (I|J),
ãäå ìóëüòèèíäåêñû I, J ñóòü íàáîðû èíäåêñîâ åäèíèö a è b ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå ãðóïïû âíóòðåííèõ àâòîìîðèçìîâ ãðóïïû
çåðêàëüíûõ ñèììåòðèé ìû ñâîäèì ê èçó÷åíèþ óíêöèè α, îïðåäåëåííîé
íà ãðóïïå Z
m
2 × Z
m
2 .
2 Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è
Ïðåæäå âñåãî óñòàíîâèì îñíîâíûå ñâîéñòâà α-óíêöèè.
1. Åñëè â îðìóëå 1.2 ñíà÷àëà ïåðåìíîæèòü âñå ÷ëåíû à çàòåì ñãðóï-
ïèðîâàòü ñëàãàåìûå óæå ïðè bi, òî ìû ïîëó÷èì îðìóëó
α(a, b) = bmam + bm−1
m∑
m−1
aj + · · ·+ bi
m∑
m−i
aj + · · ·+ b1
m∑
1
aj (2.1)
2. α(a, 0) = α(0, b) = 0
3. α(a, b+ a′, b′) = α(a+ a′, b+ b′) = α(a, b) +α(a′, b′) +α(a, b′) +α(a′, b)
4. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè a óíê-
öèÿ α(a, b) ðàâíà ñóììå ïî ìîäóëþ 2 íåêîòîðûõ (âïîëíå îïðåäåëåí-
íûõ) êîìïîíåíòîâ b, òî α(a, b) = 1 äëÿ âñåõ òåõ 2m−1 çíà÷åíèé b,
äëÿ êîòîðûõ óêàçàííàÿ ñóììà ðàâíà åäèíèöå, è α(a, b) = 0 äëÿ âñåõ
òåõ 2m−1 çíà÷åíèé b, äëÿ êîòîðûõ îíà ðàâíà íóëþ. Àíàëîãè÷íî, ïðè
ëþáîì èêñèðîâàííîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè b ìû ïîëó÷èì 2m−1 çíà-
÷åíèé a, äëÿ êîòîðûõ α(a, b) = 1, è 2m−1 çíà÷åíèé a, äëÿ êîòîðûõ
α(a, b) = 0
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5. Òàê êàê ìû èìååì 2m − 1 íåíóëåâûõ çíà÷åíèé a(b), òî óíêöèÿ
α(a, b) ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå íà 2m−1(2m − 1) ðàçëè÷íûõ
àðãóìåíòàõ
6. Åñëè α(a, b) = α(a′, b′) = 1, òî ðàâåíñòâà α(a, b+a′, b′) = 1 è α(a, b′)+
α(a′, b) = 1 ðàâíîñèëüíû
7. Åñëè (a, b) = (i|i), ò.å. a è b ðàâíû ýëåìåíòàì ñ åäèíèöåé â i-îé
êîìïîíåíòå è íóëÿìè âî âñåõ îñòàëüíûõ êîìïîíåíòàõ, òîãäà α(i|i) =
aibi = 1
8. Åñëè (i, j|i, j) = (i|i) + (j|j), ãäå i < j, òî α(i, j|i, j) = aibi + aj(bi +
bj) = 1
Òåïåðü íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû âûáðàòü ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîå ìíîæåñòâî {(a, b)}p(m) ýëåìåíòîâ Z
m
2 × Z
m
2 , äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ α(a′, b′) = α(a′′, b′′) = 1 è α(a′, b′ + a′′, b′′) = 1, ãäå
(a′, b′), (a′′, b′′) ∈ {(a, b)}p(m). Îäíàêî, ïðåæäå ÷åì îáðàòèòüñÿ ê ïðîèç-
âîëüíîìó m, âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè α-óíêöèè è ðåøèì
çàäà÷ó â ñëó÷àå m = 1, 2, 3, 4.
Ïóñòü m = 1. Òîãäà â ãðóïïå Z2 × Z2 èìååòñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò
(1|1), íà êîòîðîì óíêöèÿ α ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâà-
òåëüíî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà X = (X1, X2), ëåæàùåãî íà S
1
, ìû ïîëó÷èì
îäíî îðòîãîíàëüíîå åìó âåêòîðíîå ïîëå A1B1X = (−X2, X1).
Ïóñòü m = 2, ãäå óíêöèÿ α ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå íà øå-
ñòè ñâîèõ àðãóìåíòàõ. Ïðåäñòàâèì óíêöèþ α, îïðåäåëåííóþ íà ãðóïïå
Z
2
2×Z
2
2, òàáëèöåé åå çíà÷åíèé, ëåæàùèõ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ,
ãäå ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì b à ñòðîêè  ýëåìåíòàì a, çàïè-
ñàííûì â âèäå äâîè÷íîé çàïèñè íîìåðîâ ñòîëáöîâ è ñòðîê (îò 0 äî 4),
ïðè÷åì ñòàðøèé ðàçðÿä ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó èíäåêñó à ìëàäøèé  ïåð-
âîìó. Òîãäà ëåãêî ïîëó÷èòü òðè ýëåìåíòà, ðàâíûå {(1|1), (2|2), (1, 2|1, 2)}
(â äâîè÷íîé îðìå îíè èìåþò âèä {(01, 01), (10, 10), (11, 11)}), êîòîðûå
îáäàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èõ ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (ñóììû) òàê-
æå îòîáðàæàþòñÿ óíêöèåé α â åäèíèöó. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâûå äâà
ýëåìåíòà ìîæíî âûáðàòü â ñèëó ñâîéñòâà 7 α-óíêöèè, à òðåòèé ýëå-
ìåíò,  ó÷åòîì ðàâåíñòâà a + a = b + b = 0 è â ñèëó ñâîéñòâà 2, íå
äîëæåí ëåæàòü íà ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè 0,1,2, íî ìîæåò ëå-
æàòü íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ñòîëáöà ñ íîìåðîì 3. Íî ýòîò âûáîð ñëå-
äóåò åùå ïîäòâåðäèòü. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ïîñëåäîâàòåëüíî ñêëàäû-
âàÿ ýëåìåíò (11, 11) ñ óæå âûáðàííûìè ýëåìåíòàìè, ïðîâåðèòü ñóììû
ýòèõ ïàð ýëåìåíòîâ íà ïðåäìåò ðàâåíñòâà óíêöèè α îò íèõ åäèíèöå.
Â ñèëó ñâîéñòâà 6, ñîâìåñòíîñòü òðåòüåãî ýëåìåíòà ñ óæå âûáðàííûìè
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ýëåìåíòàìè ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè òåñòà íà çíà÷åíèå α-
óíêöèè â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà ñ äâóìÿ äèàãîíàëüíî ðàñïîëîæåí-
íûìè âåðøèíàìè â ïðîâåðÿåìîé ïàðå ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
âñÿêîãî âåêòîðà X = (X1, X2, X3, X4), ëåæàùåãî íà S
3
, ìû ïîëó÷èëè
òðè îðòîãîíàëüíûõ åìó âåêòîðíûõ ïîëÿ A1B1X = (−X2, X1,−X4, X3),
A2B2X = (−X4,−X3, X2, X1), A1A2B1B2X = (−X3, X4, X1,−X2), êîòî-
ðûå îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó.
00 01 10 11
00 0 0 0 0
01 0 1 0 1
10 0 1 1 0
11 0 0 1 1
Ïóñòü m = 3, ãäå óíêöèÿ α, îïðåäåëåííàÿ íà ãðóïïå Z32 ×
Z
3
2, ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå íà 28 ñâîèõ àðãóìåíòàõ. Çà-
äàäèì åå òàáëè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå è â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàíåå èç-
ëîæåííîé ìåòîäèêîé íàéäåì ýëåìåíòû, ñîâìåñòíûå ñ çàäàþùèìè
ýëåìåíòàìè {(1|1), (2|2), (3|3)} (â äâîè÷íîé îðìå îíè èìåþò âèä
{(001, 001), (010, 010), (100, 100)}). Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷èì ìàêñèìàëü-
íî âîçìîæíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (ñóì-
ìû) êîòîðûõ îòîáðàæàþòñÿ óíêöèåé α â 1, à èìåííî, ñåìü
ýëåìåíòîâ {(1|1), (2|2), (3|3), (1, 2|1, 2, 3), (1, 3|1, 2), (2, 3|1, 3), (1, 2, 3|2, 3)},
â äâîè÷íîé îðìå èìåþùèõ âèä {(001, 001), (010, 010), (100, 100),
(011, 111), (101, 011), (110, 101), (111, 110)}. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñÿêîãî
âåêòîðà, X = (X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8), ëåæàùåãî íà S
7
, ìû ïî-
ëó÷èì ñåìü îðòîãîíàëüíûõ åìó âåêòîðíûõ ïîëåé
A1B1X = (−X2, X1,−X4, X3,−X6, X5,−X8, X7),
A2B2X = (−X4,−X3, X2, X1,−X8,−X7, X6, X5),
A3B3X = (−X8,−X7,−X6,−X5, X4, X3, X2, X1),
A1A2B1B2B3X = (−X3, X4, X1,−X2, X7,−X8,−X5, X6)
A1A3B1B2X = (−X7, X5, X5,−X6,−X3, X4, X1,−X2),
A2A3B1B3X = (−X5, X6,−X7, X8, X1,−X2, X3,−X4),
A1A2A3B2B3X = (−X6,−X5, X8, X7, X2, X1,−X4,−X3),
êîòîðûå îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó.
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000 001 010 011 100 101 110 111
000 0 0 0 0 0 0 0 0
001 0 1 0 1 0 1 0 1
010 0 1 1 0 0 1 1 0
011 0 0 1 1 0 0 1 1
100 0 1 1 0 1 0 0 1
101 0 0 1 1 1 1 0 0
110 0 0 0 0 1 1 1 1
111 0 1 0 1 1 0 1 0
Ïóñòü m = 4, ãäå óíêöèÿ α ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå íà
120 ýëåìåíòàõ ãðóïïû Z
4
2 × Z
4
2. Åñëè çàäàòü åå òàáëè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå, òî â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîèñêà ýëåìåíòîâ, ñîâìåñò-
íûõ ñ ýëåìåíòàìè {(1|1), (2|2), (3|3), (4|4)} (â äâîè÷íîé îðìå îíè èìå-
þò âèä {(0001, 0001), (0010, 0010), (0100, 0100), (1000, 1000)}), ìû ïîëó÷èì
8 ýëåìåíòîâ, à èìåííî, {(1|1), (2|2), (3|3), (4|4), (1, 2|1, 2, 3), (1, 3|1, 2, 4),
(2, 3|1, 3, 4), (1, 2, 3|2, 3, 4)} (â äâîè÷íîé îðìå îíè èìåþò âèä {(0001, 0001),
(0010, 0010), (0100, 0100), (1000, 1000), (0011, 0111), (0101, 1011), (0110, 1101),
(0111, 1110)}), êîòîðûå îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èõ ïîïàðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ (ñóììû) òàêæå îòîáðàæàþòñÿ óíêöèåé α â åäèíèöó. Êðîìå
òîãî, îíè îáëàäàþò òàêèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì, ÷òî ñóììà ïî ìî-
äóëþ 2 âñåõ êîìïîíåíòîâ b ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà (a, b) èç ìíîæåñòâà
{(a, b)}p(4) âñåãäà ðàâíà åäèíèöå. Èìåÿ â âèäó ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòîâ
(a, b) îïåðàòîðàì AB, ìû ëåãêî ïîëó÷èì âîñåìü îðòîãîíàëüíûõ äðóã äðó-
ãó âåêòîðíûõ ïîëåé ñåðû S15.
Ïóñòü òåïåðü m ïðîèçâîëüíî, ïðè÷åì m = 4d + c, ãäå c = 0, 1, 2, 3.
Ñëó÷àè m ≤ 4, â êîòîðûõ d = 0 à c = 1, 2, 3 è d = 1 à c = 0 ìû
óæå ðàññìîòðåëè, ïîýòîìó ïóñòü m > 4. Òîãäà ìíîæåñòâî {(a, b)}p(m)
ñîñòîèò èç ïîäìíîæåñòâà {(a, b)}p(4) è èç çàïèñàííûõ â äâîè÷íîé îðìå
ýëåìåíòîâ (a′, b′) âèäà
(24k+1a+ 24kχ(a), 24k+1b),
ãäå k = 1, . . . , d; äèñêðåòíàÿ óíêöèÿ χ(a) ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóììà ïî ìîäóëþ 2 âñåõ êîìïîíåíòîâ a ðàâíà åäèíèöå,
è íàîáîðîò, åñëè ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ, òî çíà÷åíèå óíêöèè χ(a) ðàâíî
åäèíèöå; (a, b) ∈ {(a, b)}p(4) äëÿ k = 1, . . . , d − 1 è (a, b) ∈ {(a, b)}p(c) äëÿ
k = d, ïðè÷åì, p(0) = 0. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, α(a′, b′) = 1 à â ñèëó òîãî,
÷òî ñóììà ïî ìîäóëþ 2 âñåõ êîìïîíåíòîâ b è a′ ïî îòäåëüíîñòè ðàâíà
åäèíèöå, óíêöèÿ α îò ñóììû äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
{(a, b)}p(m) òàêæå ðàâíà åäèíèöå, ò.å. ìíîæåñòâî {(a, b)}p(m) óäîâëåòâîðÿ-
åò âñåì íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèÿì.
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Èòàê, òåïåðü ìû óìååì îðìèðîâàòü íà ñåðå Sn−1 ñèñòåìó èç p(m)
îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ñëåäîâàòåëüíî â êàæäîé òî÷êå ñå-
ðû ìîæíî çàäàòü ðåïåð èç p(m) îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ, íà êîòî-
ðîå íàòÿãèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî R
p(m)
, îðòîãîíàëüíîå âåêòîðó X . Âñÿêîå
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå R
p(m)
, çàäàííîå îáðàòèìîé (íåâûðîæäåííîé)
êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà p(m), òðàíñîðìèðóåò íàø îðòîíîðìèðî-
âàííûé ðåïåð ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, è òåì ñàìûì ïåðåâîäèò ñèñòåìó
îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ðåãóëÿðíûõ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñåðû Sn−1. Áîëåå òîãî, åñëè ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ R
p(m)
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè íåïðå-
ðûâíûìè âåùåñòâåííîçíà÷íûìè óíêöèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà ñåðå,
òî ìû ïîëó÷èì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó íåïðåðûâíûõ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñåðû Sn−1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïåðåíåñòè ðåçóëü-
òàò, ïîëó÷åííûé äëÿ n = 2m, íà ñëó÷àé n = (2a + 1)2m, íå ñîñòàâëÿåò
òðóäà, äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ïðîñòðàíñòâî R
n
â ïðÿìóþ ñóììó (2a+ 1)
ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè 2m.
A Ïñåâäîñåðà
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ
3-ìåðíîé ñåðû èíäóöèðóþò 3-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè íà îïåðàòîðû G1 = A1B1, G2 = A2B2, G3 = A1A2B1B2 íà-
òÿíóòü ïðîñòðàíñòâî 〈G1, G2, G3〉R, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ X = x1G1 +
x2G2 + x3G3, òî X
2 = −(x21 + x
2
2 + x
2
3)E. Ñëåäîâàòåëüíî òðîéêà ãåíåðà-
òîðîâ (G1, G2, G3) ïîðîæäàåò êëàññè÷åñêóþ àëãåáðó Êëèîðäà, â êî-
òîðóþ âêëàäûâàåòñÿ 3-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R
3
, ñîñòîÿùåå èç
ýëåìåíòîâ x = x1e1+x2e2+x3e3. Àíàëîãè÷íî, ðåãóëÿðíûå îðòîãîíàëüíûå
âåêòîðíûå ïîëÿ íå÷åòíîìåðíîé (n-1)-ìåðíîé ñåðû èíäóöèðóþò p(m)-
ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îäíàêî îáðàòèìñÿ ê ïñåâäîñåðàì, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ óíêöèè (x1)
2+. . .+(x4)
2−(x5)
2−
. . .− (x8)
2
.
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R
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çàäàíà ìåòðèêà ñ ñèãíàòóðîé (+,+,+,+,
−,−,−,−). Òîãäà êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ïñåâäîñåðû áóäåò îðòî-
ãîíàëüíûì (â ýòîé ìåòðèêå) ê ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó X , ëåæàùåìó íà
íåé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîðìèðîâàòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îðòîãîíàëüíûõ
X è îðòîãîíàëüíûõ äðóã äðóãó ðåãóëÿðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, îáðàòèìñÿ
ê ãðóïïå çåðêàëüíûõ ñèììåòðèé â ñëó÷àåm = 3, îòêóäà ìû è âîçüìåì ÷å-
òûðå (ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî) ðåãóëÿðíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ, ðàâ-
íûõ
G0X = A3X = (X8, X7, X6, X5, X4, X3, X2, X1),
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G1X = A1B1X = (−X2, X1,−X4, X3,−X6, X5,−X8, X7),
G2X = A2B2X = (−X4,−X3, X2, X1,−X8,−X7, X6, X5),
G3X = A1A2B1B2X = (−X3, X4, X1,−X2,−X7, X8, X5,−X6).
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîðû (G0, G1, G2, G3) ñîñòàâëÿþò íàáîð ãå-
íåðàòîðîâ àëãåáðû Êëèîðäà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà íèõ íàòÿíóòü
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî 〈G0, G1, G2, G3〉R, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ X =
x0G0+x1G1+x2G2+x3G3, òî X
2 = (x20−x
2
1−x
2
2−x
2
3)E, à ñëåäîâàòåëüíî
ìû ïîëó÷èì 16-ìåðíóþ àëãåáðó, â êîòîðóþ âêëàäûâàåòñÿ ïñåâäîåâêëè-
äîâî ïðîñòðàíñòâî R
4
ñ ñèãíàòóðîé (+,−,−,−). Òåì ñàìûì, ìû àêòè-
÷åñêè ïîñòðîèëè ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïñåâäîîðòîãîíàëüíîé ãðóïïû
O(1, 3). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü g  ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû âíóò-
ðåííèõ àâòîìîðèçìîâ ïðîñòðàíñòâà 〈G0, G1, G2, G3〉R, ò.å. gXg
−1 = Y ,
ãäå Y = y0G0 + y1G1 + y2G2 + y3G3. Òîãäà Y
2 = X2, îòêóäà y2 = x2,
ãäå x, y ∈ R4, è ïîýòîìó âñÿêîìó ýëåìåíòó g, äåéñòâóþùåìó ñîïðÿæåíè-
åì íà 〈G0, G1, G2, G3〉R, ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ïñåâäîîðòîãîíàëüíûé
îïåðàòîð A(g), äåéñòâóþùèé íà R4 òàê, ÷òî A(g)x = y, ò.å. ìû ïîëó÷è-
ëè ãîìîìîðèçì ñïèíîðíîé ãðóïïû â ïñåâäîîðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó, ãäå
îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ýòîìó ãîìîìîðèçìó, è åñòü ñïèíîðíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãðóïïû O(1, 3).
Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íàøåé ïñåâäîñåðû
âïîëíå ìîãóò ñëóæèòü èñòî÷íèêîì ïðîñòðàíñòâåííûõ ñèììåòðèé ìàêðî-
è ìèêðîêîñìîñà.
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